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0. PREFACIO

Este curso foi originalmente concebido e idealizado tendo em vista suprir
a deficiéncia de oferta de um curso realmente introdutério em Teorias de
Campos, direcionado especificamente aos estudantes de graduacao em Fisica
e dreas correlatas, especialmente aqueles que estejam ou no inicio ou no final
de completarem os créditos dos sétimo e oitavo semestres.

Estas notas de aulas nao tem a minima pretensao de ser um substituto
para os excelentes livros—textos que se encontram na praca para um estudo in-
trodutdrio da Teoria de Campos, seja a nivel classico ou quintico. Tampouco
tem o autor destas notas a menor pretensdo de que estas notas sejam comple-
tas — ou mesmo de uma abrangéncia qualitativa e quantitativa que muitos
“experts” do assunto classificariam como “minimo necessario” — como uma
introducao a Teoria de Campos. Lacunas, certamente as hd e quem sabe
nao poucas. O que se pretendeu é que estas notas possam servir de guia
para os alunos que assistiram ao curso como uma ferramenta para aclarar
e quicd, sedimentar as idéias que foram rapidamente discorridas durante o
curso. A bibliografia sugerida no final ndo significa necessariamente que as
referéncias ali listadas sejam as tnicas fontes de estudo mais aprofundado,
nem tampouco foram colocadas com o intuito e devido cuidado de evitar in-
correr em omissoes importantes. Aqui novamente ressalvamos que a citagdo

bibliografica também tem o carater didatico de ser apenas um guia.

Alfredo Takashi Suzuki
Julho de 2002



1 FORMALISMO LAGRANGIANO

1.1 Sistemas Conservativos sem vinculos:

Considere um sistema, classico de N particulas, de modo que a sua descri¢ao
completa seja possivel em termos de 3N equacdes de movimento. A forca
agindo em cada particula serd dada, de acordo com a sequnda ler de Newton,
por

d

enquanto a energia cinética total serd dada por
1,
T = Z i (2)
K3
de modo que, a forca pode ser expressa em termos da energia cinética da

()

Agora, para um sistema classico conservativo, tem—se que a forca é o negativo

seguinte forma:

da derivada de uma funcao potencial, isto é:

R=-0 4)

de modo que identificando—se as duas expressoes para a forca, obtemos:

d (0T ov

Verificamos que a expressao acima deduzida tem o mérito de descrever as

equacoes de movimento a partir de quantidades escalares T e V, respectiva-

mente energias cinética e potencial. O que queremos agora é traduzir estas



equacoes escritas no sistema cartesiano de coordenadas para um sistema de

coordenadas generalizadas. Seja um tal sistema respresentado por

¢ = ¢i(z1, g, ...T3n, 1) = Qi(xjvt) . (6)

A relac@o inversa, que supomos existir, através de uma transformacido nao

singular, é dada por

z; = zi(gi 1) (7)
A partir disso, obtemos que
. dIEj aIEj . aIEj
= = i o, 8
AT Xi:aqqurat ®)
de onde obtemos a igualdade
a:tj aIEj
= 9
d¢;  Og; ©)
Por outro lado, temos que
oT . 0 ox;
= Z My, ij:tj—] . (10)
aQZ j a i aQi
Derivando—se a expressao acima em relacdo a £, obtemos:
d (0T oT
=} =0,+ = 11
a <8q'i> @it og (1)
onde definimos as quantidades @);, ditas componentes da forca generalizada,
o0x;
Qi = Zmaxa 3 Z j aqj ’ (12)
e usamos a relacao
d [0z, 0 (0x;\ . 0 [0z
— — — 13
dt(f)qi) Xk:aqk<3qi>% 8t<6z (13)
0 oz; . 0z
- 7 b’} it} 14
e (= e+ ) (14)
01
= 15
94 (15)



de modo que podemos reescrever o termo resultante

. 0; J0 /1 oT
Novamente, se o sistema, for conservativo, teremos
oV (z;)
Fj=—-—"—">972 17
J axj ’ ( )
o que implica, substituindo em );:
oV Oz; ov
Q- Vo (18)
j aIEj aqz aqz
de modo que
d (0T ov 0T
~ =) == - 19
dt (3%) Og; * Og; (19)

O termo 97T'/dq; corresponde & forma generalizada das forgas ficticias do
tipo centrifuga e de Coriolis, que sao devidas a curvatura das superficies
coordenadas, sendo portanto nulas no sistema, cartesiano.

Uma vez que o potencial, por definicao depende somente da posicao,

podemos introduzir uma nova fungao, chamada Lagrangiana,
L=T-V (20)

e reescrever a equacao acima como:

d (0L oL
a (%) = 90 (21)

Estas sao conhecidas como as equacdes de Euler—Lagrange do sistema.
Temos aqui 3V equagoes que representam uma reformulacao muito elegante
das propriedades do sistema, antes expressas em termos da segunda lei de

Newton. Uma vantagem que vemos de imediato é que a descricao para os



termos dificeis como as forcas ficticias ficam automaticamente determinados
calculando-se a derivada parcial da energia cinética em fun¢ao da coordenada
generalizada ¢;. Devemos notar, no entanto, que a restricio aos sistemas

conservativos se encontra subentendido.

1.2 Sistemas nao conservativos

Tinhamos, antes das consideragoes a respeito do carater conservativo do sis-

tema, a seguinte equacao, em termos de coordenadas generalizadas:

d (0T aT
— 22
S (o) -+ o 22)
onde a forca generalizada (); é dada por
o0x;
QZ — Zm].'E] a Z J aqj ? (23)

Vamos supor que as componentes desta forca generalizada possam ser

expressas por

d (aM> oM 21

9= dt \ 9; dg; ’
onde M = M(q;, ¢;,t) é uma funcgdo das coordenadas, de suas derivadas e do

tempo. Entao, sob esta condicado, teremos novamente:

d (0L oL
— == === 2
dt <8qz> aqi ’ ( 5)

desde que L = T — M. A principio, poder—se—ia supor que temos uma, re-
stricdo um tanto severa para a forma da funcao M para que pudesse ser de
alguma utilidade pratica, mas ela engloba, na realidade o caso muito im-
portante do movimento de particulas carregadas imerso num campo eletro-

magnético. A forca sentida por estas cargas, em notacgdo vetorial, é dada



pela expressdo de Lorentz (em unidades de Gauss):
— — 1 —
F:e(E-l——z‘;’xB). (26)
c

Evidentemente esta expressdao nao estd expressa de forma adequada para
incorporar a forma necessaria acima descrita. Para tanto devemos reescreve—
la em termos dos potenciais escalar e vetorial ¢ e /_f, como expressoes alter-
nativas: S
10A

Desenvolvendo—se as expressoes dos diversos produtos vetoriais obtemos que:

B=VxA

F = F,i+F,j+F,k, (28)
onde
_ op 1(o .0 .0 1 (.04, . 0A,
Fw_e[_%_c<3t+y3y+zaz>Aw+c<y3x +z3x>] (29)

e permutacgdes ciclicas de (z,y,z) para as demais componentes F, e F,.

Nestas equacdes, utilizamos as definicdes (7, J, E) para os versores (vetores

unitdrios) das diregbes (z,y, z) das coordenadas cartesianas, e v, = &, etc.
Agora, considerando que os potenciais escalar e vetorial sdo funcoes das

coordenadas e do tempo, i.e.,

¢=¢(z,y,2t) ; A=Ayzt), (30)

e notando que, desta maneira temos a identidade:

dA, .0 .0 .0 0

e que podemos reescrever A; como

A, = % (A, + JA, + 24A,), (32)



observamos que a componente F}, da forca pode ser escrita como:

(48 2)b-ted

onde utilizamos a notacao reduzida 7 - A=i A, + yA, + 2A,, de modo que,
de modo geral, cada componente da for¢a pode ser escrita como (em notagdo

facilmente compreensivel):

d 0 0

com M = e[¢— (7 A)]. Resta—nos ainda mostrar que esta mesma expresséo

se preserva nas coordenadas generalizadas. Para mostrar isto, considere-se

que 5
— 9%
QZ—;F]aqi ’ (35)

de onde
doM OM)\ Oz;

=3 (5 ) o )

J

que pode ser reescrita como

;= — == ) - | = — , . 37
Nesta ultima expressao, utilizamos o resultado ja anteriormente obtido
a:tj aIEj
= 38
d¢;  Og; (38)

Finalmente, observando que M = M (z;, ;) e z; = z;(gi, t), obtemos que

Qi=1 <8M> oM (39)

dt \ 8¢; ) g’



que estd exatamente na forma requerida. A forca de Lorentz, portanto,
se amolda a formulacdo Lagrangiana, e as equacoes de movimento de uma

particula carregada num campo eletromagnético, podem ser descritas por:
d (0L OL
— =)=, (40)

7- A‘) . (41)

onde
L:T—M:T—e@—

Ol

2 FORMULACAO HAMILTONIANA

As componentes do momento generalizado sao definidas por

oL

de modo que para cada componente da coordenada generalizada, temos a cor-
respondente para o momento generalizado e cada combinacdo (g;, p;) constitui
um par de wvaridveis conjugadas. A nomenclatura “momento generalizado”
se deve ao fato de que para sistemas conservativos as quantidades assim
definidas conduzem exatamente aos momentos lineares ou angulares corre-
spondentes. Com sistemas ndo conservativos, a defini¢ao geral pode abranger
quantidades nao facilmente reconheciveis como quantidade de movimento
(momento). E o caso de uma carga que se move imerso num campo eletro-
magnético. Vimos que este é um caso ndo conservativo que pode ser descrito
pela formulacao de Lagrange, cuja Lagrangeana é dada por:

L=T—e(¢—lﬁ-/f). (43)

c
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A partir daqui, em coordenadas cartesianas, o0 momento generalizado é
dado por
. e
p; = mi; + EAi' (44)

Vemos que estas componentes incluem, além dos termos familiares mz;, um
termo adicional eA;/c, que normalmente é identificado como quantidade de
mouvimento eletromagnética, ou momento eletromagnético . Utilizando—se
a definicio de momento generalizado, podemos reescrever as equacoes de

movimento de Lagrange como

. dp; OL
P = —— = — (45)
dit aqi
que apresenta uma semelhaga com a segunda lei de Newton.
A expressao acima nos diz que se a Lagrangeana do sistema ndo depender

explicitamente da coordenada generalizada g;, isto é, se

oL

— =0,

dg;
entao

pi = 07

o que nos diz que p; é uma constante de movimento.
A funcdo Lagrangeana é uma fun¢do cuja dependéncia é da forma L =

L(gi, i, t), de modo que a sua derivada total em func¢do do tempo fica:

dL oL oL oL

ou, usando as equacoes de Euler-Lagrange,

d . OL oL
i = 0

10



e esta, por sua vez, com o uso da definicio do momento generalizado, pode
ser reescrita como
dH . OL

S=g=-Z, (48)

onde introduzimos a fun¢do Hamiltoniana

Ao passo que a funcao Lagrangeana é definida segundo a dependéncia
funcional L = L(g;, ¢;,t), a funcdo Hamiltoniana que ora introduzimos, é
entendida como tendo a dependéncia funcional H = H(g;,p;,t), isto é, do
par conjugado e eventualmente do tempo. Isto significa que os fatores ¢;
que aparecem tanto na somatéria quanto em L, devem ser resolvidos pela
inversao da relacdo na equacgido definidora de p;.

A partir dai, podemos determinar as equacoes de movimento de Hamilton,
observando que, por um lado, a partir de H = H(q;, p;, t), obtemos:

OH

oH oH
dH = Z a—qquz + Z a—pzdpz + Edt, (50)

enquanto, a partir da defini¢do da funcao H = Y, p;g; — L, obtemos:

dH = szdqz -+ Z ¢;dp; — dL. (51)
Substituindo
. . OL
dL = pidg; +>_pidi + Edt’ (52)
obtemos que
OL
dH = Zqzdpz - szdqz - Edt (53)
de modo que, comparando—se os coeficientes das duas variacoes, obtemos:
. OH
qZ - apz b

11



OH

i = — an y
oL OH
= o4
ot ot (54)

As duas primeiras equacgoes acima sdo conhecidas como equacdes de Hamil-
ton em sua forma canénica. Aparentemente elas se constituem num pro-
gresso em formulagdo, uma vez que sao constituidas por equacoes diferenci-
ais de primeira ordem, enquanto que as de Lagrange sdo de segunda ordem.
Na pratica, porém, isto é ilusério, uma vez que solucioni-las requer tan-
tas condicoes iniciais conhecidas quantas as requeridas no caso de Lagrange,
e resolver mesmo uma equacao diferencial parcial de primeira ordem pode
envolver grande dificuldade.

A principal razdo para se estudar o formalismo Hamiltoniano é obter um
fundamento conveniente para a Mecanica Quantica e Estatistica, e utilizar o

formalismo na sua extensao a quantizacao na Teoria de Campos.

3 PRINCIPIOS VARIACIONAIS

Consideraremos aqui o principio de Hamilton como uma forma economica
de exprimir a dindmica de um sistema classico. Antes de mais nada vejamos
0 problema puramente matematico de se determinar sob que condicdo ou
condi¢coes um certo tipo de integral apresenta um valor estaciondrio, isto é,
nao depende do caminho de integracao escolhido.

Seja esta integral definida como:

I= /w2 dzF(y,y, x) (55)

!

onde y =y(z) ey =

Ble

12



B(IE27 y2)

Figura

Seja APB a trajetéria para a qual I assim definida é estaciondria, com
os pontos A, P e B, onde P é um ponto intermediario entre A e B, dados

pelas seguintes coordenadas:

A = ($17y1)
P = (z,y)
B = ($2,y2)

Seja também uma segunda trajetéria AP'B com os mesmos pontos ter-
minais A e B, enquanto P' = (z,y + dy); isto é, as coordenadas z de P e P’
permanecem fixas. Isto define o que se chama de variacdo § da trajetdria,

sujeita a limitacdo de extremos fixos, isto é:
oyr = dy2 =0

No mais, a variacao é completamente arbitraria, desde que pequena. Pode-

mos exprimir essa variagdo em termos de um parametro global dentro do

13



intervalo considerado, ou seja,
dy = néa

onde « é o parametro comum a todos os pontos da trajetéria e 7 uma fungao

qualquer de z, sujeita a condicao:
n(z1) = n(z2) =0
Desta maneira, a variacdo correspondente de 3y’ é dada por
8y = n'da

O principal motivo para a restricao que fizemos de a variacdo ser pequena,
estd no fato de que, sendo pequena, a integral sobre a trajetéria variada
poder ser obtida considerando-se somente os termos de primeira ordem em

um desenvolvimento em série de Taylor do integrando, isto é,

2 oF oF
' / f
I'= /m dx {F(y,y,x) + By oo + o 5a} (56)
de modo que
2 oF oF
=7 — = —_— 4
SI=1-1 504/361 dm{ayn-i-ay, } (57)

Integrando-se por partes o segundo termo e empregando-se as condigoes

de extremos fixos, obtem—se:

@2  OF , 2 d {OF
/m d:va—y, = —/w1 dxn% (3—y’> (58)

2 OF d (OF

Agora, a condicao para que tenhamos o valor de I estaciondrio é que o

de modo que

valor de &1 seja nulo para qualquer que seja a variacdo considerada. Desde

14



que a n(x) é uma funcéo arbitrdria, forcosamente o integrando de I acima

0F d (OF
il (3—y’> =0. (60)

Observamos entao que, as equacoes de Euler-Lagrange podem ser encar-

deve ser nulo, isto é:

adas como o resultado do principio de Hamilton para a Lagrangeana, i.e.,

aL d aL io
o di\og) L{giydirt) = 0.
A integral
t2

t1

é conhecida como funcdo principal de Hamilton ou também como acdo.
Encarando—se a condicao de valor estaciondrio para a acao como condu-

tora as equacoes de Euler-Lagrange, nestes termos, o principio de Hamilton

pode ser modificado da seguinte maneira: A partir da definicdo da Hamilto-

niana, podemos reescrever a Lagrangiana do sistema como:
i

e introduzir esta Lagrangiana na definicio da acdo, de tal modo que o

principio de Hamilton modificado se expressa como:

5/: dt {Xi:piqi —H} —0 (64)

Neste presente caso, devemos ter o cuidado de observar que a variacao de

g; € a variacao de p; sao independentes, de modo que precisamos considerar

dg; = %604 =0
Ou

op; = Op: da = (oo
Ou

15



onde os 7;(t) e ;(t) sdo fungdes arbitrarias de ¢, sujeitas as condigbes de

extremos fixos, i.e.,

ni(t1) = mi(t2) = Gi(t1) = Gi(t2) =0

Entao,
O0H OH
0S=0=>¢=—; p;=—
4 Opi b 0g;

que sao reconhecidas como as equacoes canonicas de movimento de Hamilton.

(65)

4 COLCHETES DE POISSON

Quando da definicdo da Hamiltoniana, vimos que ela era considerada como
uma func¢do das varidveis canonicas g;, p; e t. No que se segue, vamos consi-
derar uma variavel dindmica qualquer que seja representada por uma funcao
que tenha esta dependéncia funcional, isto é, seja F' = F(q;, p;, t) essa varidvel

dinamica. Entao sua derivada total em relacdo a ¢ fica

dt Xi:aqiqurXi:apiszr ot (66)
Utilizando—se as equacgoes canonicas de Hamilton, esta expressao se trans-
forma em:
: OF0H OFO0H oF
F=2\%g o0 ~ op; v 67
Xi: (3%‘ opi  Op; aqi> T B (67)
A quantidade
OF O0H OF O0H
g, Op;  Op; 68
Xi: (a%‘ Op;  Op; aqi> (68)

desempenha um grande significado no desenvolvimento formal da mecéanica,

e é chamada de colchetes de Poisson de F' e H. De modo geral, o colchetes

16



de Poisson entre duas varidveis dindmicas quaisquer X e Y é definido como:

0X oY 0XoY
XY}, = - '

i

(69)

Este conceito auxilia grandemente na verificagdo das constantes de movi-
mento, como veremos a seguir. Sua importancia se verifica também no fato
de que esse formalismo, quando devidamente transcrito para a Mecanica
Quaéntica, prove regras simples para a quantizacdo d¢ la Heisenberg.

A partir da definicao do colchetes de Poisson, seguem—se imediatamente

as seguintes identidades (omitiremos os indices ¢ e p dos colchetes):

{X,)Y} = —{V, X}
{X,X} =0
{X,Y+Z} = {X,)Y}+{X,Z}
{(X,YZ} = Y{X,Z}+{X,Y}Z. (70)

Evidentemente, podemos tomar as préprias varidveis conjugadas como
varidveis dindmicas que entram no colchetes de Poisson. Neste caso, eviden-

temente teremos:

{Qi, Qj} =0
{Pz‘,Pj} =0
{gi,pi} = 0dij, (71)

onde d;; é o delta de Kronecker,
5ij = 1se 1= j (73)

As quantidades acima, descritas sdo conhecidas como colchetes de Poisson

bésicos, ou fundamentais.
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4.1 Constantes de Movimento

Como afirmamos anteriormente, os colchetes de Poisson se prestam a veri-
ficar rapidamente as constantes de movimento. Em termos da definicao do

colchetes de Poisson, temos que

F={FH}+ %—IZ (74)

Esta expressao nos diz que, se a variavel dindmica F' ndo depender explici-
tamente do tempo ¢, a condicdo necessaria e suficiente para que ela seja uma
constante de movimento é que o seu colchete de Poisson com a Hamiltoniana,

do sistema seja nulo. Os casos especiais da equacado acima sao:

¢ = {a H} (75)
pi = {pi,H} (76)
enquanto que 5
. dH H
H=—=—
dt ot (77)

4.2 Identidade de Jacobi

Esta é uma identidade muito 1til, e pode ser verificada diretamente da

definicao dos colchetes de Poisson:
{(XAY, Z}} +{Y {Z, X} +{Z,{X,Y}} =0 (78)

Tomemos agora o caso em que Z = H e suponhamos que X e Y sejam

duas varidveis dinamicas constantes de movimento, isto é,
{X,H} =0 (79)

18



{Y,H} = 0 (80)
Entao, de acordo com a identidade de Jacobi, temos que
{H,{X,Y}} =0 (81)

o que significa que {X,Y} também é uma constante de movimento! A util-
idade deste resultado reside no fato de que se conhecemos as constantes de
movimento, novas constantes de movimento podem ser construidas a partir

das primeiras.

5 UM RESUMO RESUMIDISSIMO DA
MECANICA QUANTICA

5.1 O Espaco de Hilbert

Um espaco de Hilbert, H, é por definicao um conjunto de elementos chamados
vetores

{la> |b> |ec>, -}, (82)

que tem as seguintes propriedades:
1. E um espaco vetorial linear sobre o campo dos nimeros complexos,
(4, v, A, --+) € C, tais que:

(a) Se|a >, |b> e |c> sdo vetores de H, entdo a soma de quaisquer

pares deles, também de 7, é comutativa e associativa, isto é:
la>+|b>=|b>+|a> (83)
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(la>4+]b>)+ |e>=]a>+(|b>+]c>) (84)
(b) Existe um vetor | 0 > de H chamado vetor nulo, tal que
la>+|0>=]a>, VY |a> (85)

(c) Para cada vetor | a > de H, existe um vetor | — a >, também de
H, tal que
la>+|—a>=|0> (86)

(d) Para qualquer p,v,\,--- € C

plla>+]b>) = pla>+p|b> (87)
(p+v)a> = pla>+v|ia> (88)
pwla> = p(vla>) (89)

2. Define-se um produto escalar em H, que denotamos < a | b >, o qual é

um nimero complexo, tal que

<alb> = <b|la>" (90)
<alb+ec> = <al|b>+ <alec> (91)
<a|Ab> = XA <alb> (92)

5.2 Operadores no Espaco de Hilbert

Um operador linear O é definido como um mapeamento de H em # (ou um

subconjunto de H), tal que
O(pla>+v|b>)=pO0Ola>+v0O|b> (93)

20



Dizemos que dois operadores A e B sdo iguais, se e somente se:
Alf>=B|f> (94)

para todo | f > em H. Definimos também os operadores identidade, nulo,

soma e produto da seguinte maneira:

L f> = [f> (95)
0]f> = |0> (96)
(A+B)|f> = A|f>+B|f> (97)
AB|f> = A(B|f>) (98)
BA|f> = B(A|f>), (99)

para todo | f > em H. Em geral o produto de dois operadores néo é comu-

tativo, isto é, AB # BA. Definimos e chamamos
[A,B] = AB — BA (100)

o comutador de A e B.

O operador adjunto A é definido de tal modo que
<glA|f>=<[|AT|g>* (101)

e tem as seguintes propriedades:

(nA)t = Al (102)
(A+ B = Af+ Bt (103)
(AB)t = BTA' (104)
ANt = 4 (105)
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Um operador é dito Hermitiano, se A = A'. Note que neste caso, isto &,

se o operador é Hermitiano, entao
<fIA[f>=<[f|ATf> = <[f|A|f> (106)

o que significa que a quantidade acima definida é real.

5.3 Autovetores e Autovalores

Se A for um operador e existir um vetor | A’ ># |0 > (o caso |A'>=10>
é trivial) tal que

AlA ' >=d |A >, (107)

onde o' é um nimero complexo, entdo dizemos que | A’ > é um “autovetor”

de A, de “autovalor” o'.

No caso de operadores Hermitianos, temos as seguintes propriedades:
e Os autovalores de operadores Hermitianos sao reais;
e Se | A" > e | A" > sdo dois autovetores de um operador Hermitiano,

A=Al ed # ", entdo < A'| A" > = 0;

Um vetor arbitrario pode ser expandido em componentes de uma base de

vetores linearmente independentes,
B> =Y A ><A[§>, (108)
AI

com
< A | A" > = daran (109)
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O produto escalar de dois vetores pode entao ser expresso por
<Ply>= > <¢|A><A|¢y> (110)
AI
Uma regra mnemonica pratica para se lembrar destas propriedades, é

escrever o operador unitario como

1=> |A' >< 4 (111)
AI
de modo que
p>=1|¢p>= > |A><A|yp> (112)
AI

e o produto escalar

<HlY>=<g|1|p>= Y <p|A><A|p> (113)
AI

5.4 Transformacoes Unitarias

Um operador U é dito ser unitdrio se U~' = U'. Isto implica que U'U =
U~'U = 1. Dizemos entdo que uma transformacio é unitdria se operada por

um operador unitario, i.é., um vetor se transforma como
/ . / .
| A" >novo = U | A > antigo (114)
enquanto os operadores correspondentes se transformam como
Anovo = UA

antigo Ut (=U Aantigo ) (115)

23



Entao, numa transformacdo unitdria, os produtos escalares sGo invari-
antes e os autovalores de um dado autovetor sdo tnvariantes também. Ve-

jamos:
novo < B | A >novo — antigo < B | UTU | A >antig0 (116)

antigo < B'| A" >antigo

Anovo| 4" >novo = U AantjgoUTU | A’ > antigo (117)

! !
= « |A >novo

5.5 Os Axiomas da Mecanica Quantica

Supomos as seguintes correspondéncias entre as quantidades fisicas e os ob-

jetos matemadticos definidos nas sec¢oes precedentes:

1. O estado de um sistema fisico corresponde ao vetor raio de um espaco
de Hilbert H. Isto significa que tanto ) > quanto p [1) > representam
um mesmo estado; em geral os vetores de estado sdo normalizados a

um.

2. Os observaveis dinamicos de um sistema fisico correspondem aos “oper-
adores observdveis” em H. Por um operador observivel entendemos um
operador Hermitiano (autovalor real) cujos autovetores formam uma

base na qual qualquer vetor de H pode ser expandido.

Temos também os axiomas fisicos béasicos:
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e AXIOMA 1: O resultado de qualquer medida de um observavel pode
ser somente um dos autovalores do operador correspondente. Como
resultado de u’a medida, o sistema encontra—se no estado representado

pelo autovetor correspondente.

e AXIOMA 2: Se um determinado sistema encontra—se num estado | A’ >,
entdo a probabilidade de uma medida de B resultar num valor 3’ é dada
por

P(A,B) = |<A'|B > (118)

7

No caso de B ter um espectro continuo, entdo | < A’ | B' > |?dB’ é a

probabilidade de B ter um valor no intervalo entre ' e 5’ + df’.

e AXIOMA 3. Os operadores A e B que correspondem as varidveis

dindmicas cldssicas A e B satisfazem a seguinte relacao de comutagio:
[A,B]= AB — BA =ih{A, B}operadores (119)

onde {A7B}operadores é o correspondente em termos de operadores

dos colchetes de Poisson classico:

0A0B 0AO0B
{4, B} = XZ: {3—%3pi ~ Op; 3qz~}

onde ¢; e p; sdo a coordenada e o momento classicos do sistema. Deduz—

(120)

se facilmente dai que

9, 5] = O, (121)
[pi7 p]] = 07
lgi, pj] = ihd;y.
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o AXIOMA 4: Se | 1y, > representa o estado do sistema no intante %,
e | ¥» > o estado do mesmo num instante ¢ posterior, entdo os dois

estados estao relacionados por uma transformacao unitaria

| ’(/Jt >= U(t — to) | ’(/Jto > (122)

onde .
Ut — to) = exp {—%H(t - to)} (123)
com H sendo o operador Hamiltoniana do sistema. Em termos in-

finitesimais, tomando-se t —ty = dt e | Yygrat > — |V, > = d| P >

e
Udt) =1— %Hdt (124)
concluimos que
—E£|1/J>—H|1/J> (125)
i Ot B

Esta é justamente a equacdo de Schriodinger. U’a maneira equivalente
de se descrever a dindmica do sistema é usar a representacdo de Heisenberg.

Para tanto, considere U = U(t — 1y) e a seguinte transformagio unitéria:

[ be>g = U™ e >g

= U 'U|¢y, >g
= [¥ >g (126)
€
Ag@) =U " Ag U, (127)

onde os sub—indices S e H denotam respectivamente as representacoes de
Schrédinger e de Heisenberg. O operador |1y >17= | ¢, >g é um vetor fixo

independente do tempo), enquanto o operador
(
A(t) = erflt=t) g miflt—to) (128)
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é dependente do tempo. Diferenciando, encontramos que Ayy(t) obedece a
seguinte equacao:

h o
1
que é a equacdo de movimento de Heisenberg para o operador Apy. Esta pode
ser comparada com a equacdo cldssica (para A ndo dependente do tempo
explicitamente)
dA

A= — ={A H} (130)

Deduzimos igualmente que se um operador A comuta com o operador

Hamiltoniana do sistema, A é uma constante de movimento.

6 RELATIVIDADE ESPECIAL E _
DINAMICA RELATIVISTICA: NOGCOES

As leis da Mecénica newtoniana sao uma, boa aproximacao para a descri¢ao de
sistemas onde as velocidades envolvidas sao muito menores que a velocidade
da luz. Uma descricdo mais geral, que englobe sistemas eletromagnéticos,
onde as velocidades envolvidas sdo a da prépria luz, demanda uma descricao
mais acurada e precisa que a da Mecanica de Newton. A Relatividade Re-
strita ou Especial se presta para tanto. Em suma, os dois postulados funda-

mentais da Relatividade Especial sao:

(a) As leis da natureza, sejam elas mecanicas ou eletromagnéticas,

tem a mesma forma para todos os observadores inerciais;
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(b) Para todos os observadores inerciais, a velocidade de propa-
gacao das ondas eletromagnéticas é a mesma sendo independente

da direcao de propagacao.

Estes postulados implicam em que ndo hd mais um tempo comum para
todos os referenciais inerciais, como é pressuposta na mecéinica newtoniana
(transformagdo de Galileu). Além disso, pelo postulado (b) acima, torna—se
evidente que se a velocidade da luz é a mesma em todas as diregoes, isto
implica que

i+ 15+ 15— P =0 (131)
no sistema inercial S e
(21)? + (25) + (23)* = (') = 0 (132)

no sistema inercial S’. Desejamos portanto, uma lei de transformacio que
garanta estas propriedades para quaisquer zi,x2,zs,t. Tal transformacgao,

chamada transformacdao de Lorentz, deve manter entdo a identidade
7+ 33+ a5 — AP = (2))? + (25)? + (25)? — A(¢)? (133)
Em uma descricdo mais elegante, devida a Minkowski, definimos
T, = (T1, %9, T3,%a) , Tq4 =ict

um vetor quadridimensional, de tal modo que o ponto neste espaco quadridi-
mensional identifica o que se denomina de evento. A transformacdo de
Lorentz é uma transformacao ortogonal neste espaco de quatro dimensoes
que mantém o “comprimento” invariante, i.é.

in = Z(x;)% p=1,2,3,4. (134)
I

In
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O tempo proprio entre dois eventos z e y é definido como:

R S (135)

de tal modo que é uma quantidade invariante (ou escalar), ji que ela rep-
resenta, 0 comprimento de um quadrivetor. O movimento de uma particula
pode ser considerado como uma sucessao continua de eventos formando uma
curva no espaco de Minkowski. O intervalo infinitesimal invariante entre dois

eventos sucessivos sobre esta curva sera:

dr = % =3 (dz,)? = dt /1 - B2 (136)

onde B¢ = /¥, #? = v representa a velocidade da particula.
Observe que nao mais temos z; = %@ formando componentes de um vetor

como acontecia na mecanica Newtoniana, uma vez que o préprio tempo ¢

passa a ser uma componente do quadrivetor, ao invés de ser um escalar.
Definimos um quadrivetor velocidade genuino por intermédio de:

dz, 1 dz,,

dr  J1=p2 dt ’

de modo que as componentes espaciais deste quadrivetor obviamente coinci-

(137)

Uy =

dem com a componentes usuais da velocidade tridimensional no limite nao
relativistico, i.é, 8 — 0. Por causa disto, justificamos chamar o quadrivetor
acima definido como quadrivetor velocidade. A componente temporal deste
quadrivetor, evidentemente é dada por:

dx4 ic
R e (138)

O comprimento invariante do quadrivetor velocidade torna—se:
> ouk=—¢ (139)
I
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uma vez que:

Zui = u%—l—u%—i—u%—i—ui (140)
"
I R R (141)
1-— 32
ot 2
T —c
= 142
— (142
-2
__ L(l=1 /)
= - (144)

Em seguida, postulamos que a cada particula estd associada uma quan-
tidade invariante que chamamos de massa, m. Sendo assim, definimos o

quadrivetor momento da seguinte forma:
Pu=mu, (145)

de tal modo que as trés componentes espaciais correspondem as trés com-
ponentes usuais do momento em trés dimensoes, enquanto a quarta compo-

nente, temporal, é da forma:

Py = % (146)

Esta quarta componente é identificada com a energia, como veremos a seguir.

6.1 Leis de Newton

Na Mecanica Newtoniana, tinhamos definido
forca = taza de variacdo do momento em relacdo ao tempo
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Em analogia, definiremos aqui a forca nestes termos, i. é.,

d d

Fu:%pu:%(

muy), (147)

e a energia cinética (mais propriamente a taxa de variagdo da mesma em

relagdo ao tempo) como:
dT .
dt = XZ: Fiz;

- 3| f o] -5

i

d d
= Y J1-5%u, %(muu) — 1= 582 uy %(mm)
I

- _fiip e
V1—p5% dt
= —ic @
dt
o que resolvida da .
Py = ! ( T + constante ). (148)

c

Para determinar a constante de integracao acima, considere que a energia
cinética de uma particula em repouso deve ser nula, e quando isto ocorre,

isto é, no caso 8 = 0 temos da definicao de quadrimomento que:

2

ps = imc = — ( 0+ constante ) = constante = mc (149)

o | =S,

Esta nos conduz a famosissima equacao de Einstein

constante = Ey = mc. (150)
Entdo, de maneira geral escrevemos:

pp = - (T+mc*) = — (151)

[
o
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2 __ 2.2 _ =2 2 /.2 4 J
Desde que 3-,p, = —-m°c"=p~“—E /c?, temos a relagdo entre energia
e trimomento:

E? = (T +mc?)? = p2c® +m’c* (152)

7 CAMPOS CLASSICOS

7.1 Particulas e Campos

De 1923 a 1926 a Mecénica Quéantica Ndo Relativistica (MQNR) possibili-
tou uma descricao unificada e consistente para numerosos fenomenos fisicos
nas escalas atémica e molecular, que a Mecéanica Classica ndo era capaz de
formular consistentemente. Entretanto, embora a MQNR tenha dado um
impulso na descricdo do mundo microscépico com relativo sucesso, ha duas
razoes fundamentais para se crer que sua descricio de um fenomeno fisico

seja incompleta:

e A MQNR ¢ formulada de tal maneira que resulte na relacdo energia—
momento nao relativistica no limite cldssico. Desta forma, é incapaz
de dar contas da estrutura fina de 4tomos de hidrogénio. Em geral, a
MQNR nao faz nenhuma previsao quanto ao comportamento dindmico
das particulas movendo-se a velocidades relativisticas. Isto foi corrigido

com a teoria relativistica desenvolvida por P.A.M.Dirac em 1928;

e A MQNR ¢ essencialmente uma teoria de particula tinica, na qual a
densidade de probabilidade de se encontrar tal particula integrada sobre

todo o espaco é unitaria em qualquer instante. Assim, nao é possivel
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descrever processos como o decaimento beta do nicleo atémico, onde
um elétron e um neutrino sao criados quando um neutron se torna em

positron.

Assim, para compreender os fenomenos fisicos nos quais varias particulas
sao criadas ou destruidas, hd a necessidade de se ir além da MQNR. E o
ferramental que se utiliza para esse propésito chama—se Teoria Quantica
de Campos (TQC). Dita de modo um tanto sem rigor, dirfamos que a
TQC, incorpora os conceitos da Mecanica Quantica (MQ) e a formulagédo
cldssica de campos da Relatividade Restrita (RR).

Classicamente, o conceito de campo é introduzido no contexto de intera-
coOes entre dois objetos separados entre si por uma certa distancia finita. Por
exemplo, na fisica cldssica, o campo elétrico E(:i’, t) é uma funcdo vetorial
de trés componentes definidos a cada ponto do espaco—tempo, sendo que a
interacao entre dois objetos eletricamente carregados é vista como a interagao
entre um deles e o campo elétrico gerado pelo outro.

Na TQC, o conceito de campo tem u’a dimensdao mais abrangente, no
sentido de que no seu desenvolvimento, hd a possibilidade de se associar

particulas aos campos:
particulas < (TQC) = campos

Estas particulas sdo possiveis de serem associadas aos diversos campos
da TQC quando principios gerais da RR como a invariancia de Lorentz e
a interpretacdo probabilistica dos vetores de estado (MQ) sdo devidamente
considerados na formulacao dos diversos campos. Em particular, duas pro-
priedades caracteristicas emergem da teoria quintica relativistica de campos,

quais sejam:

33



e Para cada particula carregada, deve haver uma correspondente anti—
particula de carga oposta, porém de igual massa e duracdo. (Particulas

neutras sdo anti-particulas de si mesmas.)

e As particulas obedecem a conexdo spin—estatistica (W. Pauli, 1940),
isto é, particulas de spin semi-inteiro como o elétron, o préton, etc.,
obedecem a estatistica de Fermi-Dirac, enquanto particulas de spin

inteiro, como o féton, o pion, etc., obedecem a de Bose—Einstein.

Entretando, mister se faz mencionar que nem tudo sdo aguas mansas
na quantizacido dos campos. Existem dificuldades e sutilezas caracteristicas,
entre elas, por exemplo, a necessidade de renormalizagao dos parametros
envolvidos na teoria — o que nem sempre é vidvel, sendo—o somente em
certos casos, ditos teorias renormalizidveis — , a geracao de um sem-nimero
de particulas associadas as interacoes fortes, sem mencionar a dificuldade
intrinseca associada a quantizacao do campo gravitacional.

Contudo, deixando de lado estes aspectos mais técnicos e como um passo
introdutério & quantizacdo dos campos, vamos estudar, como nosso objetivo
neste curso, algumas propriedades dinamicas dos campos classicos, necessarios
a compreensao dos campos quantizados. Para tanto, utilizaremos o ferra-
mental desenvolvido até aqui da formulacgdo de Hamilton da mecanica La-

grangeana.

7.2 Sistemas mecanicos discretos e continuos

Como vimos, u’a maneira equivalente e quicd mais econémica e elegente de

se estudar a dindmica de uma particula na mecanica clissica é descrita pelas
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equagoes de movimento de Euler-Lagrange:

d (0L OL
— === ;=1,2,---,3N. 153
G(50) =5k iz (153
que resultam do principio variacional de Hamilton,

t2

t1

onde o simbolo ¢ - - - representa:

O N

define a variacao da quantidade --- obtida pela variacao do parametro ar-
bitrario  em torno do valor o = 0.

A Lagrangeana é dada pela diferenca entre a energia cinética e a potencial
L=T-V

e a variacao acima referida deve ser tomada sobre uma trajetéria arbitraria
¢;(t) tal que os extremos estejam fixos, isto é, d¢;(t1) = dg;(t2) = 0.

A Hamiltoniana do sistema é dada por
H=>p¢—-L
i

onde os momentos p; canonicamente conjugados a g; sao dados por

_ 0L

" b,
Consideremos agora um sélido unidimensional, por simplicidade. E para
descrevé—lo, tomemos como modélo do mesmo, um sistema de muitas parti-
culas como uma sequéncia linear de NV esferas de massa m interligadas entre

si por molas de mesma constante eldstica k.
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Esferas de massa m ligadas por molas de constante k

A sua Lagrangeana se escreve entdo como:

1Y ,

L = gz{mﬁ — k(giy1 — %)2} (155)

i=1
N o — N2
= Za%{%qf—ka(W) } (156)

i=1
N
i=1

onde a é a separacao de equilibrio entre duas esferas consecutivas e £; a den-
sidade linear de Lagrangeana, ou seja a Lagrangeana do sistema por unidade
de comprimento.

Desejamos passar agora, do sistema discreto para o continuo, de modo
que o nimero de graus de liberdade se torne infinito, a0 mesmo tempo em
que a separacao a se torna infinitesimal, isto é, estabelecemos as seguintes

“regras de continuacao”:

a — dz (158)
% — p (densidade linear de massa) (159)
ka — Y (médulo de Young) (160)
i+1 — Gi Oq

—Qa — pe (161)

N oo
> - / (162)

Entao:

L= / dz L (163)
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onde

£=%{,uq'2—Y<g—z>2}. (164)

Note que ¢ = ¢(z,t) tornou—se uma fun¢éo dos pardmetros continuos z e

t. O principio variacional no caso continuo é:

to to
s atL = 6 dt/dw L(g,4,¢) = 0 (165)
t1 t1
onde
)
q’z£ (166)

Assumimos, evidentemente, que a variacdo de ¢ se anula em #; e £y, bem

como nos extremos de integragdo espacial, i.é.,

6g(t =t1) = 0q(t=12) =0 (167)
dg(z = —00) = gz =+400) =0 (168)

Na Teoria de Campos, este tltimo quesito é sempre subentendido, a menos
que expressamente declarado em contrario, ja que usualmente se consideram
campos que vao a zero rapidamente no infinito.

Expandindo explicitamente a variagao

6/ﬁL=0, (169)
obtemos:
[t [do {—5 +g—£5q+g£,5 } =0
a—£5| 5|+°°+/dt/d {q %g—s—%g—f} — 0
/dt/d{q %g—s—%g—qﬁ} — 0
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onde usamos

. _ 0Odg
0dq

! P [E—
o0 = oz

e utilizamos a condicao de extremos fixos,

6q(t1) = dq(tz) = 0q(z = —o0) = 6(z = +o0) =0

Como a variag@o dq é arbitraria, segue—se que
oL oL doL_,
d¢ dtdg dzdy
que é a equacao de Euler-Lagrange. No caso particular da densidade La-

grangeana que calculamos acima para o s6lido unidimensional, temos que

oL
dq
oL .
a—q. = HKq,
oL
oq'

=0,

= -Yq ,
ou seja, a equacao de Euler-Lagrange para este caso particular é:

pg—Yq" =0 (170)
que, escrita de outro modo, 1é—se:

d%q d*q

Esta é exatamente a equacao de onda para uma propagacao linear de uma

perturbagdo com velocidade 1/Y/p.
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Podemos definir a densidade de Hamiltoniana A em analogia com a den-

sidade Lagrangeana,

oL
H = .—,—,C
95
N2 1 N2 1 n2
= p(q) —§u(q) +§Y(Q)

1, 1[0\’
- 2“q+§<%>

A quantidade 0L£/0¢ é chamada de momento canonico conjugado a g e é
usualmente denotado por 7. Notamos que os dois termos da tltima expressao
podem ser identificados com as densidades de energia cinética e potencial,
de modo que a densidade Hamiltoniana, neste caso, representa a densidade
de energia mecanica total. Nem sempre esta identificacdo da Hamiltoniana

com a energia total se verifica.

7.3 Campos Escalares Classicos
7.3.1 Notacao covariante:

Os resultados da secdo anterior podem ser facilmente generalizados para trés

dimensoes. Consideremos um campo que supomos ser dado por uma funcao

real definida em cada ponto do espago—tempo (Z,t), isto é, ¢ = ¢(Z,t). A

densidade de Lagrangiana £ dependerd agora de ¢, 0¢/0zy , k = 1,2,3 e
d0¢/0t, de modo que a equagdo de Euler-Lagrange serd dada por:

3.0 oL 0 0L oL

2= 90, 9(00/0z,) * 010(06/00) 06

O que queremos é reescrever esta equacdao de uma forma relativistica-

0.

mente covariante. Para tanto, lembremo-nos de algumas propriedades das
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transformacdes de Lorentz. Haviamos definido a seguinte notacao para um

quadrivetor genérico b,, com p=1,2,3,4:
bu = (b17 b27 b37 b4) = (57 ZbO) )

com by, k =1,2,3 real e by = iby imagindrio puro (by real). O quadrivetor
coordenada é dado por z, = (z1,%s,%3,24) = (2,y,2,ict) = (T,ict), e a
transformacdo de Lorentz para um direcao de ¢ arbitraria é dada por:

, 1 (Z-7) 1
:E-I—(ﬁ—l) " v—mvt (172)

1 7.7
- 7<t—2>, (173)

—
T =

V1-/52 c?
ou, como é usualmente feito, sob as defini¢oes
- 1 (174)
’Y - \/1—7,62 )
3 = ev, (175)
v = 77, (176)

Para ¥ = vi, i. é., velocidade na direcdo do eixo z, temos:

y =y, (177)
7 =z, (178)
= vz —out), (179)
t = ~(t—vz/?) . (180)

A transformagcio de Lorentz é uma transformacéo linear entre as coorde-
nadas do espago—tempo (z,y, z,t) ou (1, %o, x3,ict) e (x',y, 2/, t'), sujeita ao

vinculo:
2+t 4+ 22— = (@) + (V) + (7)) - A()? (181)
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ou seja,

o5 + o5 + o3 + o = (21)? + (ah)? + (25)° + (z)” , (182)

que pode ser escrito em notagao abreviada

4 4
Yowuzy =y zz, = ot =(z)’. (183)
n=1

p=1
Desta forma, o que se estabelece é que o quesito acima é exatamente
a afirmacao de que as transformacoes de Lorentz sdo rotacdes no espaco
Euclidiano de quatro dimensoes, i. é., transformacoes ortogonais em quatro
dimensoes.
Evidentemente, podemos ainda economizar em notacdo, escrevendo as

transformacoes de Lorentz de u’a maneira geral,
4
= awe, , p=1234, (184)
v=1

onde a,, sdo os coeficientes caracteristicos da particular transformacdo. A

invariancia 22 = (z)? impde vinculos aos coeficientes:

4
dorur, = Yz, (185)
n=1

u=1

4 [ 4 4
= > ATy Y, Guply (186)
1 p=1

u=1

4 4 4
= D20 Gyt - (187)

p=1lv=1p=1

Assim, emerge a seguinte condi¢ao de ortogonalidade:

4
Z Ay Oy = Oup - (188)
u=1
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Como € costumeiro, adotaremos aqui a notacao de Einstein, na qual
indices repetidos significam somatéria nesses indices. Consideremos agora

a transformacao inversa do sistema linha para o sistema sem linha
z,=(@Vwa, ,; ;p=1234, (189)

onde a somatéria em v de 1 a 4 estd subentendida. Por outro lado, temos
que:

T, = GypT, (190)

que, multiplicado em ambos os lados por a,, resulta em:

Quul,, = Gyplypl, (191)
= Oupy (192)
= 1z, (193)
de onde se conclui que:
(a_l);w = Oyy (194)
isto é,
2= (07w, = ). (195)

A invariancia de 2% = (z')? nos conduz 4 relagdo:
QypQpy = 61/,0 (196)

Em notacao matricial, estas equagoes sao escritas:

X' = AX (197)

(x"HT = XxTAT (198)
(XX = XTATAX & XX (199)
ATA = I = det(AT4) =1 (200)
det(AT)det(4) = 1 = det(4) =+1 (201)
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(i) Quaisquer conjuntos de quatro quantidades b, que se transformam de

mesmo modo que z, sdo denominados de quadrivetores;

(ii) Se uma quantidade ¢ permanece inalterada por uma transformacio de
Lorentz, esta é denominada de um escalar de Lorentz, ou simplesmente es-

calar ;

(iii) As quatro quantidades formadas pela diferenciacdo de um escalar de

Lorentz com respeito a z, € um quadrivetor, i. é., transforma-se como z;

e | Prova:

o 0¢ Oz,
ax; 0z, 3%
¢

v
Em outras palavras, o quadridivergente é um quadrivetor:

0 0

— =, — .
ax; * ox,

(202)

(iv) A quadridivergéncia de um quadrivetor é um invariante de Lorentz;

e | Prova:

o, dawby) Oz,
Oz}, Oz, Oz,
0@y yupby)
oz,
ob,,
o5,

(v) O operador Laplaciano quadridimensional ( D’Alambertiano) é um oper-

ador invariante de Lorentz.
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o | Exercicio: Mostre isso! |

(vi) O produto escalar de dois quadrivetores é um invariante de Lorentz.

o | Exercicio: Mostre isso! |

(vii) Um tensor de segundo “rank” é um conjunto de dezesseis quantidades

que se transformam de acordo com

T;Iw = GurGuo Do (203)

(viii) O elemento de volume no espago quadridimensional é definido como a

quantidade real

d'r = dz,dzodrsdrg (204)
onde dzg = —idzs = d(ct). A lei de transformagéo do elemento de volume é
/ / / !
d4IE, — a(x17 Lo, X3, IE4) d4$ (205)
a(xh Z2,T3, IE4)
= |J|d'z , (206)

onde J = £1, de modo que o elemento de volume é um invariante de Lorentz.
As equacgOes de Euler-Lagrange sdo escritas em notacdo covariante do

seguinte modo:

0 oL oL
_ = 9
0z, (8(&;5/8%)) 06 =" (207)
ou, como é comumente feito, utilizamos a definicao:
0
= — 2
O 9z, (208)

de modo que as equacdes de Euler-Lagrange sdo escritas:

oL oL
8, (a(am))—%:o : (209)
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indicando que as equagOes de campo (de Euler-Lagrange) obtidas da densi-
dade Lagrangiana L serdo covariantes se L for um escalar de Lorentz. Este
ponto é importante ser salientado, uma vez que a invariancia relativistica de
L é restritiva no que diz respeito as possibilidades de £ e serve como guia

para a obtencao de equacoes covariantes.

7.4 Campo Escalar Neutro

Um campo ¢(x), é por definicdo um campo escalar, quando

¢'(«) = ¢(x) (210)

por uma transformagao de Lorentz, onde 1}, = a,,%, e ¢’ é 0o campo observado
pelo observador do sistema “linha”.

A dependéncia de £ nas coordenadas do espaco—tempo deve aparecer
através da forma funcional do campo e suas primeiras derivadas; z, nao deve
aparecer explicitamente em £, uma vez que £ deve ser também invariante
translacional. Desta forma, 0,¢ é o tinico quadrivetor disponivel para a
“construcao” de £. Como a densidade Lagrangiana deve ser um escalar de
Lorentz, o quadrivetor d,¢ deve aparecer contraido com ele mesmo.

Além disso, se estivermos interessados em uma, equacdo de onda linear,
a densidade Lagrangiana sé poderd conter termos que sejam no maximo
fungdes quadraticas de ¢ e 0,¢.

Diante destas ressalvas, um possivel candidato satisfazendo aos quesitos
acima é:

L=al(0,6) + N¢?] (211)
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As equacoes de Euler-Lagrange para tal densidade Lagrangiana serdo,

entao:
(=*+X)¢p = 0 (212)
(O-X)¢ = 0 (213)

onde
D=a2=aa—v2—ia—2 214
- — Yurp 02 atQ ( )

A equagdo de onda acima (equagdes do campo escalar) é conhecida como
a equacao de Klein—Gordon. Esta equacao foi considerada em meados da
década de ’20 por E. Schriodinger, O. Klein e W. Gordon, como uma candi-
data para o andlogo relativistico da equacdo de Schrodinger nao relativistica
para uma particula livre. Isto porque, se considerarmos a relacdo energia

momento para uma particula livre relativistica de massa m,
E? = |p > + m*c* (215)

e considerando—se as substitui¢oes heuristicas

0
E h——
= by, (216)
4 0

das varidveis dindmicas classicas com os operadores quanticos, obtemos:

_h232_¢ — h2 62¢

o el + m2cte (218)
k

ou seja,
¢ 18°¢ m’c?
0x2 2 Ot? h®

de modo que, se identificarmos A = mc/h, obtemos a equacdo de Klein—

$=0 (219)

Gordon acima.
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Assim como a equagdo de Schriodinger forma a base para a mecénica
quantica ndo relativistica, esperava-se que a equacao de Klein-Gordon pudesse
servir de base para uma teoria quantica relativistica geral. Sabemos agora,
contudo, que o campo de Klein-Gordon pode descrever somente particulas
de spin 0.

A maior dificuldade encontramos desde ja o seu inicio. As solugdes do
tipo ondas planas da equagdo (213) sdo da forma

ez(lmv—Et)

com k2 — E2 = —)2, ou, seja, E = +\/k2+ A2, Vemos claramente que
ha solucoes de energia positiva e solucoes de energia negativa. Para formar
um conjunto completo de solugoes podemos tomar o conjunto de todas as

exponenciais

com w; = k2 + X2 O fator de normalizacio (2w;V)~"/2 é escolhido por
conveniéncia e supomos condigoes de contorno periédicas na superficie do
volume V.

Desta forma o campo escalar real ¢(Z, t) pode ser expandido em termos

de um conjunto completo de solugoes de ondas planas de modo que

1 1 P I
$(F 1) = —= 3 —— [age®Tsd 4 qremiFEw)] | (220)
\/‘7 i «/26()];
onde a condicdo de campo real para ¢ requer que os coeficientes de ek o
e~ ik sejam complexos conjugados entre si.
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7.4.1 Anailise de Fourier

Vimos que um campo pode ser visto como um sistema mecénico com um
nimero infinito de graus de liberdade, considerando o valor do campo em
cada ponto do espacgo tridimensional como uma varidvel dinamica indepen-
dente.

Uma representacao mecanica alternativa para o campo pode ser obtida
via decomposicao em modos normais. Supondo que a densidade Lagrangeana
L(¢n, O, ¢n) seja uma funcdo de N campos (n = 1, -+, N), podemos ex-

pandir ¢,, em termos de um conjunto de fung¢des ortonormais @, (Z):

= Z Q?n(t)SOm(f), (221)
m=0
onde temos as seguintes relagoes de ortogonalidade/completeza:
/ &z 0} (Z) om(F) = Oim, (222)
S @ en® = 0@ -7, (223)
m=0

sendo V' o volume de normalizacdo. Queremos mostrar que os coeficientes
¢ (t),n=1,2,--- N formam um conjunto infinito de coordenadas canonicas
para o campo.

A Lagrangeana L, dada por
L= [ dzL(¢", Vo", "), 224
| #ue@, ve, i) (224

é uma funcao dos ¢, e ¢r,. A derivada de L em relacdo a esses coeficientes

serd entao

oL oL . oL -

o = / d3x <3¢" Om(T) + 2D Vgom(:v)> (225)
oL [ @

o = J, o en(®), (226)
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respectivamente, onde usamos evidentemente a expansao em modos normais
anéloga a (221) para ¢". Integrando por partes em (308), e supondo condicdes

de contorno periddicas na superficie de V' podemos reescrever a equacao como

oL
Pz ( ) m(Z), 227
aqm = [ 4= (55~ Varegm) #n@ (221)
que combinada com a (226) resulta na equacdo de Euler-Lagrange
d OL oL
= (228)

ot dqp, o,

desde que
5 oL oL
“0(0upn)  Odn’

e a relacdo de completeza de ¢,,(Z). Da (228) deduzimos que os coeficientes

(229)

¢ (t) formam um conjunto infinito de coordenadas canonicas para o campo

¢. Entao a expansao

1
NG Y@t e (n=1,2,...,N), (230)
zz

nos diz que, comparada com (220) resulta em

gz (t) = \/2—75

Evidentemente muitos outros conjuntos de fungdes ¢,,(Z) que satisfazem

(a7 75" + af ™) (231)

relacoes de ortogonalidade e completeza estao disponiveis para a expansao
de ¢"(Z, t).
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7.4.2 Campos conjugados

A expansdo acima descrita para os campos ¢ pode ser extendida natural-

mente para os campos conjugados do formalismo Hamiltoniano, ou seja,
m(Z, 1) =D pa(t) ,(2) (232)
n

onde identificamos os p,(f) como momentos canonicamente conjugados as
coordenadas ¢, (t). Note que aqui temos ¢ devido as relagbes de ortogonal-
idade e completeza (222).

Mais explicitamente, a expansido se escreve, em termos de ondas planas,

como

(& 1) = % > pilt) e 2. (233)

Agora, seja F[¢, 7] um funcional que ndo tenha dependéncia explicita no

tempo %; entao

) = [ (azgg)wagf) ﬁ) (234)

= / d3r (8F_(15)8_H_6F_(1&)8_H>

onde utilizamos as equacoes de movimento de Hamilton, com H sendo a
Hamiltoniana do sistema. Temos agora, usando a notacao para os colchetes
de Poisson,

F={F, H} (235)

No caso de dependencia explicita no tempo, a equacao acima fica

F={F H}+ %—IZ (236)
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Trés relagoes importantes podem ser demonstradas:

{6z, 1), (7, )} = VE-9) (237)
{o(z, 1), (g, 1)} = 0 (238)
(r(Z, 1), 7(7, )} = o. (239)

7.5. Campo Escalar Complexo

Dois campos escalares reais de massas idénticas, ¢; e ¢, sempre po-

dem ser combinadas para gerarem campos escalares complexos, a partir das

definigoes:
1+ i
* ¢1 - Z¢2
¢ T ; (241)

de modo que o0s campos originais ¢, e ¢, podem ser também expressos em

termos de ¢ e ¢*,

o+
¢1 - \/i 3 (242)
=9

A densidade Lagrangeana do campo livre tanto pode ser expressa em

termos dos campos reais ¢, € ¢, quanto em termos dos campos complexos

¢ e ¢* (por conveniéncia, tomamos o coeficiente global « = —1/2):
L= (@) + N~ 1106 + X6} (214)
= —(0,9)(0u9") — N¢9" (245)
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As equagbes de campo podem ser obtidas pelo principio variacional, tra-

tando ¢ e ¢* como campos independentes:

oL oL 2 2y
"73(3“@5)_%_0 = (O°=X%)¢" =0, (246)
) oL oL =0 = (O*=X)gp=0 (247)

“0(0u0*)  O¢*
Facamos agora uma transformacao ortogonal nos campos ¢; e ¢o, de tal

modo que:

¢ = ¢icosf — pysind | (248)
¢y = ¢1sinf + ¢ocosd (249)

onde # é uma constante real. Em termos de ¢ e ¢*, esta transformacao

ortogonal se escreve:
¢ = €, (250)
(@) = e ¢, (251)
Observamos entao que a densidade Lagrangiana
L= —(0.9)(0u0") — N'¢¢" (252)

¢ invariante por aquela transformacdo, £ = L . Isto, evidentemente sé
é possivel quando as massas associadas aos campos escalares reais ¢, e ¢o
forem estritamente iguais. Tomando-se € infinitesimal, podemos escrever a

variacao:

5p = i (253)
5t = —ifg* | (254)

92



Por outro lado, tais variagoes induzem a seguinte variacao em L:
0L =—i00, (¢0,0" — ¢*0,9) (255)

onde, na deducao deste resultado usamos as equagdes de Euler-Lagrange.
Contudo, vimos que a transformacdo em questdo deixa a densidade La-
grangeana invariante, £ = £, de modo que necessariamente devemos ter
0L = 0. Assim, obtemos

Oy, =0 (256)

onde definimos a quantidade

Su =1 (¢ 0ud" — ¢°0,9) (257)

Estas duas ultimas equacoes nos dizem que existe uma quantidade vetorial
— o quadrivetor corrente — s,, cuja quadridivergencia se anula. Portanto
temos aqui uma lei de conservagio.

Observamos que se fizermos a troca ¢ <+ ¢*, s, troca de sinal. Isto
nos sugere que esta quantidade pode ser interpretado como uma densidade
de carga—corrente, de tal modo que se ¢ é o campo correspondente a uma
particula com carga e, entao ¢* serd o campo ao qual corresponderd uma

particula de carga —e.

Notas e observacdes pertinentes:

A degenerescéncia na massa dos campos ¢, e ¢ implica na invariancia de
L por uma transformacio ortogonal que por sua vez resulta na conservagao
da carga elétrica, associada aos campos complexos ¢ e ¢*. Em principio,
porém, nada hd que nos obrigue a relacionar o quadrivetor s, a carga—
corrente da eletrodinamica; poderia ser qualquer outro atributo interno com

caracteristicas similares a da carga elétrica;
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A conexao entre invaridncia sob uma certa transformacéao e uma lei de con-
servacao correspondente é bem conhecida tanto na mecéanica cldssica quanto
na mecanica quantica. No caso acima visto, temos o que se conhece como

teorema de Noether,

A invaridncia da densidade Lagrangiana no caso acima visto ocorre com a
transformacao ortogonal definida em termos de um parametro real indepen-
dente das coordenadas do espago—tempo, isto é, § = constante V. Tal trans-
formagdo é conhecida como transformacao de calibre (no inglés, “gauge”)

de primeira espécie.

7.5 Campos em Interacao: O Potencial de Yukawa

As densidades Lagrangeanas até aqui consideradas descrevem campos es-
calares — tanto reais quanto complexos — mas livres, isto é, campos consid-
erados na auséncia de quaisquer fontes, ou seja, no vicuo. Entretanto, uma
descricdo realista da natureza nos obriga a considerar campos em interagio.
Assim, o que pretendemos fazer nesta secdo é dar o principio da idéia que
estd por tras de como incorporar interagoes no formalismo Lagrangeano de
campos.

A interacdo do campo escalar ¢ com uma fonte pode ser facilmente in-
corporada ao formalismo Lagrangiano pela inclusdo de um termo adicional

na densidade Lagrangiana, termo este da forma:

Lint = —6p, (258)

onde p é a densidade da fonte, em geral, uma funcdo das coordenadas do

espaco—tempo. A inclusdo de tal termo modifica as equagbes de campo (de

o4



Euler-Lagrange), de modo que agora

(0-\)p=p. (259)

7.5.1 Solucao num caso particular

Consideremos a solugao particular com as seguintes caracteristicas:

e Solucdo estética (independente do tempo) : ¢ = ¢(Z) , p = p(Z);

e Fonte pontual na origem: p(Z) = G4(Z).

onde G é uma constante. A equacdo de Klein—Gordon se torna entdo:
(V2= A)9(Z) = Go(Z) (260)

Esta equacao pode ser resolvida usando—se o método da transformada de

Fourier. Definindo

$(z) = 273 7 / &Pk eF (% (261)
a(F) = W [dse i@, (262)
e multiplicando—se ambos os lados da equacao de Klein—Gordon por
Wexp (—ik - T),
e integrando—se em dz, obtemos
oy | Po D - NAR) = i (20)

Integremos por parte o primeiro termo por duas vezes e obteremos como

termo integrado,
o—ik-E

G {Vo(&) +ikg(Z)}

(264)

|Z]—00
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Supondo que tanto o campo ¢(Z) quanto seu gradiente, V¢(Z) vai rapida-
mente a zero para o limite |Z| — oo , este termo integrado pode ser omitido

e a equacao de Klein—Gordon se torna entao:

G

~ (P + X)6(F) = 5 (265)

Agora, aquela que era primitivamente uma equacao diferencial de segunda

ordem, se tornou uma equacao algébrica, facilmente solivel:

~ G 1

E) = — - : 266
Com isto, calculamos a transformada inversa,
G / 5 ez’E@‘
I) =— d’k ——. 267
D= oy [E[2 + X2 (267

Se definimos k = |k|, r = |Z|, © = angulo entre (k, &) e considerando
que
d*k = k*dk d(cos ©) d® (268)

k-2 =krcos® (269)

podemos realizar as integracoes pertinentes. A integral na varidvel ® é ime-
diata e vale 27 enquanto a integral em cos © resulta em 2sin(kr)/kr de modo

que temos a integral em &:

G o sin(kr) 2k dk

7) = — 270

9(7) (2m)2r /0 (k2 + A2) (270)
Finalmente, a integral em k pode ser resolvida resultando em 7 e~*", de modo

que, temos:
G e—)\r
7)) = —— 271
8(7) = -5 (1)
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Esta ultima expressdao € justamente o que Yukawa propos como sendo o
potencial para as forgas nucleares. Assim, um nucleon (proton ou neutron) é
a fonte de um campo de forca, chamado campo mesonico, de maneira similar

como um objeto eletricamente carregado é a fonte de um campo eletrostatico.

Observacoes Pertinentes:

* Ao contrario do campo Coulombiano, a interacdo mesonica é de curto

alcance, uma vez que decai rapidamente a zero no limite para Ar >> 1;

* Supondo que um campo escalar estdtico interage com uma fonte estatica e
puntual, podemos entender qualitativamente a forca de curto alcance entre

dois nucleons;

* A massa de um quantum associado a esse campo foi originalmente estimado
por Yukawa como sendo da ordem de 200 vezes a massa do elétron. A massa
do pion (meson pi) observado descoberto por C.F. Powell e colaboradores em

1947 é cerca de 270 vezes a massa do elétron;

* A interacdo do campo mesonico do pion com o nucleon de modo mais
realistico, deve considerar refinamentos com a inclusao de spin e paridade

intrinseca do pion.

7.6 Campos de Maxwell Classicos

Consideraremos como 1ltima parte deste curso, os campos eletromagnéticos
dentro do contexto da eletrodinamica cldssica. Nas unidades racionalizadas

de Heaviside—Lorentz, as equacoes de Maxwell se escrevem:

V-E = p, (272)
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. 10E i
B--2—- =< 2
V x =5 o (273)
V-B =0, (274)
. 10B
E+-22 = 0. 2
V x +cat 0 (275)

A constante de estrutura fina é dada por

e? o1
Arhe 137,04

As equacoes de Maxwell podem ser reescritas de modo conciso intro-
duzindo-se o tensor anti-simétrico de campo Fj,, = —F,, e o quadrivetor
carga—corrente j, do seguinte modo:

0 By —By —iE;

| =By 0 B, —iE,
Fw=\"B, _B 0 —iB |’ (276)

’LE1 ’LEQ ’LE3 0

Ju = (G icp) . (277)
Com isto, o primeiro par de equagoes de Maxwell tornam-—se:
_ Ju
O Fu = ~ (278)

Uma vez que o tensor F,, é anti-simétrico, temos imediatamente a equacao
de continuidade para a densidade de carga—corrente, desde que se tomarmos

a quadridivergéncia em ambos os lados da equagado acima, obtemos

0,0, F ., = a"cj“ =0. (279)

Isto quer dizer que a teoria de Maxwell é construida de tal forma que
a conservacao da carga-corrente é garantida automaticamente uma vez que

F,, ¢ definida.
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O potencial A, é introduzido do seguinte modo:
F,, =0,A, —0,A,, (280)

de modo que explicitamente enxergamos a anti-simetria do tensor F},, .
O segundo par das equacgoes de Maxwell pode ser escrito da seguinte
forma:

OnFp + 8, Fp + 8,F, =0 (281)

Temos agora que “construir” a nossa densidade Lagrangiana, tal que
obtenhamos as equagées de Maxwell. Para tanto vamos verificar que a tnica
verdadeira densidade escalar que pode ser construida a partir do tensor de
campo F, é:

FuFu = 2(BP - |EP) . (282)

O outro escalar

éeuupaFuqua = é : E y (283)

onde
+1 permutacao par de 1,2,3,4
€wps = 4 —1 permutagdo impar de 1,2,3,4 } (284)
0  de outro modo

néo é dindmico (néo afeta as equagbes de movimento) uma vez que pode ser

escrita como uma quadridivergéncia:

€rvpo Fyw Fpe =4 €4p00, (A0, As) — 4 €1poe Av0u0, Ay (285)

* | Exercicio: Mostre esta expressdo acima ‘

O segundo termo a direita da expressao acima se anula uma vez que os
operadores 9,0, sdo simétricos, enquanto o pseudo-tensor €,,,, € totalmente

anti-simétrico nos seus indices.
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Desta forma, a densidade Lagrangiana que poderiamos construir com os

escalares de Lorentz disponiveis é

1 A
£=—7FuFu+ J“C s (286)

Considerando cada componente de A, como campos independentes, obte-

mos as equacoes de Euler-Lagrange seguintes:
_ Ju
o0, F,, == (287)
c

que € justamente as equacoes de Maxwell na sua forma covariante. Escritas

em termos do potencial A, elas sdo:

OA, — 8,(8,4,) = —Jf (288)

Vamos supor que a quantidade 9,4, # 0. Se assim for, podemos ainda
redefinir a quantidade A, sem que isto acarrete em modificacdo no tensor

F,, da seguinte maneira:
AEOVO _ Agntigo +8.x, (289)
onde
Ox = —8,A3nt80. (290)

Note que a quantidade x é em principio qualquer funcdo das coorde-
nadas espago—temporais x que satisfacam a condicdo acima. Vamos conferir

a afirmacao feita acima a respeito da invariancia de Fj, .

FlfLVOVO — aﬂ ABOVO _ ay AEOVO 201
_ aﬂ( Agntigo +8,%) — B,( Agntigo + auX)
— aMAgntigO _ ayAz,ntigo + (auay _ ayau)x

= FAmigo gy

292
293
294

(291)
(292)
(293)
(294)
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Impondo a condicdo Oy = —aMAgntigO, evidentemente teremos agora
0, ALOVC = 9, AP0 4 Oy =0 (295)

Toda a argumentacdo que fizemos no entorno disto é para mostrar que

podemos na realidade trabalhar com a equacdo de campo mais simples

04, = —2% (296)
c
onde os A, satisfazem
8,4, =0 (297)

Esta ltima condicdao, que toma como nula a quadridivergéncia do vetor
potencial A, é conhecida como condicao de Lorentz. Mesmo ainda dentro
deste contexto, o potencial A, ndo é dnico, uma vez que podemos tomar a
transformacao

A, = A, + 0,A(x) (298)
onde A(z) é uma funcdo qualquer de = que satisfaz a equagdo homogenea

OA(z) =0 (299)

A transformacdo acima definida é conhecida como transformacdo de ca-
libre (no inglés “gauge”) de seqgunda espécie. Aqui, o pardmetro que define a
transformacao é um parametro dito local, porquanto depende da coordenada

x.

8 CAMPOS QUANTICOS

A formulagdo da mecénica quéntica relativistica apresenta dois problemas

sérios:
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1. O fracasso na interpretacdo probabilistica para as particulas de spin

inteiro, devido ao aparecimento de estados com probabilidade negativa,

2. A sequnda e maior dificuldade estd no aparecimento, em todos 0s casos,

de estados com energia negativa.

Até aqui temos tratado o campo como um sistema mecanico onde identi-
ficamos certas propriedades bédsicas como energia, momento, carga, etc. do
campo. Mas como essas propriedades do campo se relacionam com os estados
de particula? A solucdo vem pela quantizacdo do campo, onde o campo é
reinterpretado como um sistema quantico e nao classico, com um nimero in-
finito de graus de liberdade. Assim, para assegurar a positividade da energia,

devemos tratar campos de spin inteiro e semi-inteiro de maneiras distintas.

8.0.1 Quantizacao do campo de Klein-Gordon

O exemplo mais simples de campo relativistico é o campo escalar real. Para
quantiza-lo, aplicamos a prescricdo que é utilizada para quantizar a mecanica

nao-relativistica, fazendo a substituicao

onde [A, B] = AB — BA é o comutador de A e B. Realizando esta substi-

tuicdo em (237) obtemos as relacies de comutacdo a tempos iguais:

(6@, 1), 7(7, 1)) = 1697 -7) (301)
[¢(f, t)? ¢(_’7 t)] =0
[ﬂ—(f7 t)? 7T(_‘, t)] = 0.



que sdo os equivalentes as regras de comutacao padrao da mecanica quantica
nao relativistica.

Desde que os campos cldssicos ¢ e m sao reais por construcao, eles se tor-
nam em OPERADORES hermitianos sob quantizacao. As equacbes de movi-

mento, usando as substitui¢des (300) serdo dadas por:

$(T, 1) = —ilg(, 1), H(?)] (302)
(%, t) = —i[n(Z,t), H{)],
onde H(t) é a Hamiltoniana
H= [ @olr+ (Vo2 + 4] (303)

de modo que, desenvolvendo os comutadores & direita de (302), obtemos

&z, 1) = n(@ 1) (304)
7(7, 1) = (V2= )2) (7, 1). (305)

A primeira das equagoes acima revela que a relacdo entre 7 e ¢ é a mesma

que no caso classico. Eliminando-se m obtemos para a segunda equacao:

(V2 =X\ ¢(Z, 1), (306)

©-:

B

N2
Il

de modo que os operadores de campos quantizados ainda satisfazem a equacgao
de Klein-Gordon.

Como as equagoes de movimento do campo, tanto classica quanto quanticas
sdo idénticas, podemos expandir ¢(Z, t) em termos de um conjunto completo

de solugbes de ondas planas, analogamente a (220) de modo que:

1 1
B \/‘7Z 2wy

k

[ak‘ ei(k’.z—w,;t) + a}% e—i(k‘.z—w,;t)] , (307)
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onde agora, os coeficientes aj e a;% $sa0 OPERADORES hermitianos adjuntos

entre si, para assegurar a hermiticidade de ¢(Z, t). A expansdo pode ser

invertida:
; —
o = — Py ei®ion O gz (308)
,/QLUEV v ot
; —
t [ / 3. 12 o O iRd—wt)
a; = d’r¢(Z, t) — e B 309
b= o e g (309)

>
onde o simbolo 9; é definido como

A8, B= AdB — (8,A)B

e | Nota: Mostre (308) e (309)

As relagoes de comutacdo para os OPERADORES coeficientes da expansao

ficam entao
lag, ab] = Ozs (310)
g, ag] = 0
] _
[az; az] = 0

Usando (307) e

” —1\/Wg i(k-Z—wpt t—i(k-E—wrt
(T, 1) = ——— ap elBE0gt) _ ol gmitkd—wg)| 311
@)= 2 o : . e
podemos exprimir a Hamiltoniana do sistema em termos de a e af, da seguinte

forma;:

> (afag + ag af)wg (312)

1
=3 (ajc aj + 5) wi, (313)
k



que é exatamente a Hamiltoniana para o oscilador harmoénico da mecanica
quantica!. Note que o termo Ey = %ZE wi é uma constante infinita, de-
nominada energia do ponto zero. Este infinito é usualmente renormalizado
simplesmente redefinindo a Hamiltoniana pelo ordenamento normal dos op-

eradores, isto €,

apwr . (314)

o

H=> a
k

Sendo assim, observamos que os operadores a' e a sdo os operadores
de CRIACAO e DESTRUIGCAO de particulas de spin nulo e massa A. Este
resultado crucial prové a interpretacao de particula ausente na teoria de

campos classicos.
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